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ΘΕΜΑ Α 

 

Α.1)   α) Σχολικό σελίδα 15 

β) i) Μία συνάρτηση f : A →  R έχει αντίστροφη όταν είναι  “1 -1” 

    i i) Σχολικό σελίδα 35 

 

Α.2)   Σχολικό σελίδα 142 

Α.3)   Σχολικό σελίδα 135 

Α.4)   α)  Λάθος  

  Αιτιολόγηση: Σχολικό σελίδα 134 

 β) Λάθος 

  Αιτιολόγηση: Σχολικό σελίδα 71 

Α.5)    (γ) 

 

ΘΕΜΑ Β 

 

Β1.   Η f έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο  +  την  y = 2, άρα  

       −

→+ →+
=  + =  + =  =x

x x
lim f(x) 2 lim (e λ) 2 0 λ 2 λ 2 .  

 

Β2.   −= + xf(x) e 2, x R  

      Εχουμε:   − =f(x) x 0  

      Θέτουμε  
−= − = + − xg(x) f(x) x e 2 x, x R  

          H g είναι παραγωγίσιμη στο R με:     

         
− = − −  xg (x) e 1 0, για κάθε x R  

      Άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα στο R.  



 

 

          ● H g είναι συνεχής στο  2,3  ως πράξεις-  σύνθεση συνεχών 

συναρτήσεων.  

          ● − −= + − = 2 2g(2) e 2 2 e 0  

             − − −
= + − = − = 

3
3 3

3

1 e
g(3) e 2 3 e 1 0

e
 

           Τότε:    g(2) g(3) 0  

       Από Θ. Bolzano η  =  − =g(x) 0 f(x) x 0  έχει τουλάχιστον μία ρίζα 

στο (2,3) και εφόσον η g είναι γνησίως φθίνουσα, ε ίναι μοναδική.  

 

Β3.   − = − xf (x) e 0,   για κάθε  xR, άρα η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο R, 

άρα και ΄΄1-1΄΄,  οπότε αντιστρέφεται.  Τότε:  

         − −=  + =  = − x xf(x) y e 2 y e y 2        Πρέπει:  −   y 2 0 y 2  

         − = −  − = −  = − −xlne ln(y 2) x ln(y 2) x ln(y 2)  

         Άρα:   − = − −1f (y) ln(y 2) , y > 2 

     Όπου y το x έχουμε:   − = − −1f (x) ln(x 2)  , x > 2 

 

B4.  Είναι:  

         
+ +

+→

− =
−

= − = →→ →
= − − = − = +

0
x 2

x 2 u
1

u lim (x 2) 0 u 0x 2 x 2
lim f (x) lim ln(x 2) lim( lnu)  

        Άρα η  x = 2 ε ίναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της  −1f
C . 



 

 

   Παρακάτω φαίνονται οι ζητούμενες γραφικές παραστάσεις.  

 

 

          

 

 

 

          

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1. Επειδή η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη άρα και συνεχής, οπότε 

έχουμε:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
− + − +

−

→ → → →
= =  + = +  + = +  =x 1 2

x 1 x 1 x 1 x 1
lim f x lim f x f 1 lim e βx lim x α 1 β 1 α α β  

H f  είναι παραγωγίσιμη άρα 
( ) ( ) ( ) ( )

− +→ →

− −
=

− −x 1 x 1

f x f 1 f x f 1
lim lim

x 1 x 1
 

( ) ( )( )
+ + +→ → →

+ − + − +−
= = =

− − −

2 2

x 1 x 1 x 1

x α 1 α x 1 x 1x 1
lim lim lim 2

x 1 x 1 x 1
 

( )
− − −

− − −=

→ → →

+ − + + − − +
= = = +

− −

0
x 1 x 1 x 1α β 0

DLHx 1 x 1 x 1

e βx 1 α e αx 1 α e α
lim lim lim 1 α

x 1 x 1 1
 

Άρα + =  =α 1 2 α 1 και =β 1 

 

Γ2. Για x 1:  η f  είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική με  ( ) = f x 2x 0  

για κάθε x 1 άρα  ( )+f 1,  



 

 

Για x 1:  η f  είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με  ( ) − = + x 1f x e 1 0  για κάθε x 1 άρα  ( )+f 1,  

Επειδή η f  είναι συνεχής θα ισχύει f  

Για το σύνολο τιμών έχουμε:  

Αν ( )= −1Α ,1  τότε αφού 1f Α  και συνεχής άρα 

( ) ( ) ( )( ) ( )
−→− →

= = −1
x x 1

f A lim f x , lim f x ,2  

Αν  )= +2Α 1,  τότε αφού  ( )+f 1,  και συνεχής άρα 

( ) ( ) ( ))  )
→+

= = +
2

x
f A f 1 , lim f x 2,  

Τελικά ( ) ( ) ( )= =1 2f A f A f A  

Γ3. (i) Ισχύει ότι  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
−

−

→− →
− = = −

f
1

συνεχής x x 0
f ,0 lim f x , lim f x ,e  άρα ( )− − 10 ,e , 

από Θ.Ε.Τ θα υπάρχει  ( ) −0x ,0  τέτοιο ώστε   ( ) =0f x 0 , f γνησίως 

αύξουσα άρα το 0x είναι μοναδικό.  

(ii)  η εξίσωση γίνεται  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )− =  = − =0 0f x f x x 0 f x 0 ή f x x 0  

Η εξίσωση  ( ) =f x 0  είναι αδύνατη στο  ( )+0x ,  αφού  ( ) =0f x 0  μόνο για  

= 0x x  

Η εξίσωση  ( ) = 0f x x  είναι επίσης αδύνατη αφού για  

( ) ( ) ( )    
f

0 0x x f x f x f x 0  ενώ  ( ) = 0f x x 0  άρα άτοπο.  

Γ4.  

 



 

 

Από σχήμα έχουμε το ορθογώνιο τρίγωνο ΜΟΚ ,  άρα = 
1

Ε ΚΜ ΟΚ
2

. 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )=  = + = +2 31 1 1
Ε t x t f t x t x t 1 x t x t

2 2 2
, η συνάρτηση είναι 

παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

( ) ( ) ( ) ( )( )  = +21
Ε t 3x t x t x t

2
 

Για = 0t t  έχουμε  ότι ( ) =0x t 3  και ( ) =0x t 2  άρα 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) = + =   + = =2

0 0 0 0

1 1 1
E t 3x t x t x t 3 9 2 2 56 28τ.μ / sec

2 2 2
 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  ,  με 

−
 = − + + −  +

− +

2

2

2x 2
f (x) ln(x 2x 2) (x 1) α

x 2x 2
 

Η εφαπτομένη της 
fC  στο σημείο Α(1,1)  έχει εξίσωση − =  −y f(1) f (1) (x 1)  

και ταυτίζεται με την ευθεία ( ) = − +ε : y x 2  αν και μόνο αν:  

 = + = = −   
     

 = − = − = − =   

Α (ε) f(1) 1 α β 1 α 1

f (1) 1 f (1) 1 α 1 β 2
 

Δ2.  Θεωρώ την συνάρτηση 

= − − + = −  − + 2κ(x) f(x) ( x 2) (x 1) ln(x 2x 2), x  

Είναι γ ια κάθε  x 1,2 :  − x 1 0  και  − + = − +  
2 2ln(x 2x 2) ln (x 1) 1 0 .  

Άρα,   κ(x) 0, x 1,2 ,  με την ισότητα να ισχύει μόνο για =x 1.  

Επομένως το ζητούμενο εμβαδόν είναι:  

( )= = = − − +  
2 2 2

2

1 1 1

E κ(x) dx κ(x)dx x 1 ln(x 2x 2)dx  

Θέτω = − + = − = −2u x 2x 2, du 2x 2 2(x 1)  

Για = = = =x 1, u 1και για x 2, u 2  

και άρα,  



 

 

 

( )

  ( )

= − − + = = =

 
= − = − = − 

 

  



2 2 2

2

1 1 1

2
2

1
1

1 1
E x 1 ln(x 2x 2)dx lnudu (u) lnudu

2 2

1 1 1
ulnu 1du 2ln2 1 ln2

2 2 2

 

Δ3. i)  Ισοδύναμα θα δείξω ότι 
−

− + +  
− +

2
2

2

2(x 1)
ln(x 2x 2) 0, x

x 2x 2
.  

Πράγματι,  − + 2ln(x 2x 2) 0 ,  για κάθε x  με την ισότητα να ισχύει 

μόνο για =x 1 και 
−


− +

2

2

2(x 1)
0

x 2x 2
,  για κάθε x  με την ισότητα να 

ισχύει μόνο για =x 1.  

Επομένως   −f (x) 1,  για κάθε x .  

 

i i)  Ισοδύναμα θα δείξω ότι  

 

2

2

1 3
f λ λ (λ 1) ln(λ 2λ 2)

2 2

1 1
f λ λ (λ 1) ln(λ 2λ 2) 2

2 2

1 1 1 1
f λ f(λ) f λ f(λ)

2 2 2 2

1
f λ f(λ)

2
1

1
λ λ

2

 
+ +  −  − + +  

 

 
+ +  −  − + + −  

 

   
+ +   + −  −    

   

 
+ − 

   −
 

+ − 
 

 

Όμως η f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του ΘΜΤ στο διάστημα 
1

λ,λ
2

 
+ 

 
 

διότι:  

f  συνεχής στο  
1

λ,λ
2

 
+ 

 
 και παραγωγίσιμη στο 

1
λ,λ

2

 
+ 

 
  και άρα 

υπάρχει 
1

ξ λ,λ
2

 
 + 

 
  τέτοιο ώστε ( )

( )
1

f λ f λ
2

f ξ
1

λ λ
2

 
+ − 

  =
 

+ − 
 

.  

Επομένως αρκεί να δείξω ότι ( )  −f ξ 1 που ισχύει διότι ( )  −f x 1 ,  για 

κάθε x  



 

 

Δ4.    Είναι  = − −2g(x) 3x 1.  Η εφαπτομένη της gC  στο Β(0,2) είναι:

− =   − = −  = − +y g(0) g(0) x y 2 x y x 2   .Δηλαδή η  
fC  και η gC  έχουν 

κοινή εφαπτομένη την = − +y x 2 .  

 = = −f (1) g(0) 1,  όμως   −f (x) 1,  για κάθε xεR και η ισότητα ισχύει γ ια  

χ=1. 

 Επίσης  = − −  −2g(x) 3x 1 1,  για κάθε xεR και η ισότητα ισχύει γ ια x = 0. 

 Άρα δεν έχουν κοινή εφαπτομένη, δηλαδή η y = -x +2 είναι μοναδική.  

 


