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ΘΕΜΑ Α 

Α1. ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ(ΣΕΛ.111) 

Α2. ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ(ΣΕΛ.104) 

Α3. ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ(ΣΕΛ.128) 

Α4. α) ΛΑΘΟΣ 

       β) ΣΩΣΤΟ 

       γ) ΛΑΘΟΣ 

       δ) ΣΩΣΤΟ 

       ε) ΣΩΣΤΟ 

ΘΕΜΑ Β 

B1. ℎ(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥, 𝐷ℎ = (0,+∞) 

        𝑔(𝑥) =
4−𝑒2𝑥

𝑒𝑥
, 𝐷𝑔 = 𝑅 

Agof ={x  Ah/ h(x)Ag} ={x0/lnxR}=(0, +∞) και (goh)(x)=g(h(x))=
4−𝑥2

𝑥
. 

Άρα : f(x)=
4−𝑥2

𝑥
, x>0. 

 

B2. i) f παρ/μη ως ρητή με f’(x)=
−2𝑥2−(4−𝑥2)

𝑥2
=

−2𝑥2−4+𝑥2

𝑥2
=

−𝑥2−4

𝑥2
< 0, ∀𝑥 > 0 

 Άρα f γνησίως φθίνουσα στο (0,+∞) 

 ii) ( ) ( )
22 2 24 e 0 f

2

4 π π 4 π 4 e
f π f e π e

e π e4 e

− − − −
      

−
 που ισχύει. 

 

B3. Ψάχνουμε για κατακόρυφη ασύμπτωτη στο x 0=  

( ) ( )
2

2

x 0 x 0 x 0

4 x 1
lim f x lim lim 4 x 4

x x+ + +→ → →

−
= = − = + = +  

Άρα η ευθεία x 0=  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της f
C . 

Ψάχνουμε για πλάγια της f
C  στο +  

( ) 2 2

2 2x x x

f x 4 x x
lim lim lim 1 λ

x x x→+ →+ →+

− −
= = = − =  
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( )( )
2

x x x

4 x 4
β lim f x x lim x lim 0

x x→+ →+ →+

 −
= + = + = = 

 
 

Άρα η ευθεία y x= −  είναι ασύμπτωτη της 
f

C  στο + . 

Β4. Ισχύει ότι ( )
( ) ( )

( ) ( )

1
2f x

2
συν 1 x 1

συν 1 x 1
f x f x



+
+   

( )

( )
( ) ( )

2συν 1 x1 1

f xf x f x

+
 −    για κάθε x 0  

Με ( )
( ) ( )x x x

1 1
lim f x lim 0 lim

f x f x→+ →+ →+

 
 = + = = −
 
 

 , οπότε από κριτήριο 

παρεμβολής έχουμε ότι 
( )
( )

2

x

συν 1 x
lim 0

f x→+

+
= . 

 

 

Θέμα Γ 

Γ1. Από το ολοκλήρωμα έχουμε ότι ( )
3 3

2 2

1
xf x dx 1 x α dx 1

x

 
=  + =  

 
   

( )
3

2
3

2
2

x 9α
1 αx dx 1 x α 1 3 2 2α 1

2 2

 
+ =  + =  + − − = 

 


5α
1 1 α 0

2
 + =  =  

Γ2.(i) αρκεί να δείξουμε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 0
x 1= . 

Έχουμε ότι: 

➢ 
( ) ( )

( )

0
2 2 0

DLHx 1 x 1 x 1 x 1

f x f 1 x 3x 3 1 x 3x 2
lim lim lim lim 2x 3 1

x 1 x 1 x 1− − − −→ → → →

− − + − − +
= = = − = −

− − −
 

➢ 
( ) ( )

0

0

2DLHx 1 x 1 x 1

1
1f x f 1 1xlim lim lim 1

x 1 x 1 x+ + +→ → →

−−  
= = − = − 

− −  
 

Αφού 
( ) ( ) ( ) ( )

x 1 x 1

f x f 1 f x f 1
lim lim 1

x 1 x 1− +→ →

− −
= = −

− −
 έχουμε ότι η συνάρτηση f είναι 

παραγωγίσιμη με  ( )f 1 1 = −  

(ii) η εφαπτομένη στο 0
x 1=  έχει εξίσωση  
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( ) ( ) ( )( ) ( )ε : y f 1 f 1 x 1 y 1 1 x 1 y x 2− = −  − = − −  = − +  

Με κλίση ολ 1 εφθ 1 θ 135= −  = −  =  

Γ3. Για x 1  η f είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική με ( )f x 2x 3 0 = −   

για κάθε x 1  άρα f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ( ),1− . 

Για x 1 η f είναι παραγωγίσιμη ως ρητή με ( ) 2

1
f x 0

x
 = −   για κάθε x 1  

άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ( )1,+ . 

Αφού η f είναι παραγωγίσιμη στο 
0

x 1=  θα είναι και συνεχής σε αυτό άρα 

f  είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το πεδίο ορισμού της. Συνεπώς η f είναι 

«1-1». 

Η f είναι συνεχής σε όλο το και γνησίως φθίνουσα άρα 

( ) ( ) ( )( ) ( )
x x

f lim f x , lim f x 0,
→+ →−

= = +  αφού  

• ( )
x x

1
lim f x lim 0

x→+ →+

 
= = 

 
 

• ( ) ( ) ( )2 2

x x x
lim f x lim x 3x 3 lim x
→− →− →−

= − + = = +  
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Γ4.  

 

Από το παραπάνω σχήμα έχουμε ότι το εμβαδόν δίνεται από το άθροισμα 

των εμβαδών των χωρίων 1
Ω  και 2

Ω . 

( )( ) ( )
2 e

1 2 1 2
Ε Ω Ω f x y dx f x dx= + = − + = 

2
2

2 e e

21 2
1

1 1 x 3 1
x 2 dx dx ln x 2x ln x ln 2 2 1 ln 2

x x 2 2 2

  
= + − + = + − +   = − + + − =    

   
  . 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  Κοντά στο 1 θέτουμε: 

        
x 1

f(x) 2x
g(x) f(x) (x 1)g(x) 2x, με limg(x) l R

x 1 →

−
=  = − + = 

−
 

        Τότε:   

         
x 1 x 1
lim f(x) lim (x 1)g(x) 2x 0 l 2 2

ln1 1 κ 2

κ 3

→ →
=  − +  =  + =  

− + = 

=
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Δ2.  
1

f(x) ln(2 x) 3, x (0,2)
x

= − − +   

         • H f συνεχής, ως πράξεις – σύνθεση συνεχών συναρτήσεων. 

         • 
2

1 1
f (x)

2 x x

−
 = +

−
 

         • 
2 3

1 2
f (x) 0

(2 x) x

−
 = − 

−
, για κάθε x(0,2). 

        Άρα f : . Επίσης f (1) 1 1 0 = − + = , άρα η x = 1 μοναδική ρίζα της  f . 

         

            Η f παρουσιάζει ολ. ελάχιστο το f(1) = 2.  

          Έστω:  ( )1 2
Α 0,1 και Α 1,2=  =   , τότε: 

           • ( (1
x 0

f(Α ) limf(x),f(1) ,2
+→

= = − 
 

            Όμως 0f(Α1) , άρα η εξίσωση f(x)= 0 έχει μοναδική ρίζα στο x1 Α1. 

          • ( (2
x 2

f(Α ) limf(x),f(1) ,2
−→

= = − 
 

            Όμως 0f(Α2) , άρα η εξίσωση f(x)= 0 έχει μοναδική ρίζα στο x2 Α2. 

Έπειτα:  Έστω 
1

Δ 0,
3

 
=  
 

 με:   
1

x
3

1 5
lim f(x) ln(2 ) 3 3 ln 0

3 3−

→

= − − + =        

Οπότε: 
5

f(Δ) ,ln
3

 
= − 
 

 

Όμως 0f(Δ) , άρα η μοναδική λύση x1 του Α1 της εξίσωσης f(x)= 0 ανήκει 

στο Δ. Οπότε 
1

1
x

3
 . 
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Δ3.  Η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του ΘΜΤ στο 
1

1
x ,

3

 
 
 

, άρα υπάρχει 

τουλάχιστον ένα 
1

1
ξ x , (0,1)

3

 
  
 

 τέτοιο ώστε: 

1

1
1

1 1
f( ) f(x ) 3f( )

3 3f (ξ)
1 1 3x

x
3

−
 = =

−
−

 

H f : , το ζητούμενο ξ είναι μοναδικό. 

 

Δ4.  i)  Είναι:  F(x) = G(x) + c,  cR. 

             Για x = x1:  F(x1) = G(x1) + c  c = − G(x1) 

             Τότε: F(x) = G(x) − G(x1) 

             Για x = x2:   F(x2) = G(x2) − G(x1)  F(x2) = −G(x1)  F(x2) + G(x1) = 0 

 

ii)  Έστω:  h(x) = x1F(x) + x2G(x) + 2x −x1 − x2 , 1 2
x x ,x   . 

 

      •  Η h συνεχής στο 1 2
x ,x    ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

      • h(x1) = x1F(x1) + x2G(x1) + 2x1 −x1 − x2 = x2G(x1) + x1 − x2 < 0,  διότι: 

 

         
f:

1 1
x x 1 f(x ) f(x) f(x) 0       

      
f:

2 2
1 x x f(x) f(x ) f(x) 0       

     Άρα f(x) > 0, για κάθε x(x1, x2), οπότε η G γν. αύξουσα στο (x1, x2). 

     Όμως: 

      
G:

1 2 1 2 1
x x G(x ) G(x ) G(x ) 0      

     

       Επίσης x2 > 0  και  x1 − x2 < 0 

Και 
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h(x2) = x1F(x2) + x2G(x2) + 2x2 −x1 − x2 = x1F(x2) + x2 −x1  > 0, διότι: 

 

  
F:

1 2 1 2 2
x x F(x ) F(x ) F(x ) 0      

 

 Από Θ.Bolzano η εξίσωση h(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (x1, x2). 

 

Έπειτα:  1 2
h (x) x f(x) x f(x) 2 0 = + +  , για κάθε x(x1, x2). 

Άρα η h γν. αύξουσα στο (x1, x2), οπότε έχει μία το πολύ ρίζα στο(x1, x2). 

Επομένως ισχύει το ζητούμενο. 

 

 

            

 

  

 

              

 


